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Abstrak 
Tulisan ini membahas suatu model populasi mangsa pemangsa dengan pemanenan pada pemangsa. Wilayah dibagi 
menjadi dua habitat yaitu wilayah bebas dan wilayah reservasi. Spesies pemangsa tidak hidup di dalam wilayah reservasi, 
sedangkan wilayah bebas diperuntukkan untuk spesies mangsa dan pemangsa pada wilayah tersebut. Dinamika ketiga spesies 
tersebut dimodelkan dengan mengasumsikan spesies mangsa di wilayah bebas (𝑥), spesies di wilayah reservasi (𝑦), dan 
spesies pemangsa di wilayah bebas (𝑧) yang dinyatakan dalam bentuk sistem persamaan diferensial. Pada spesies pemangsa 
dilakukan pemanenan dengan melibatkan fungsi biaya dan fungsi penerimaan. Titik kesetimbangan model beserta 
kestabilannya dianalisis menggunakan metode linearisasi dengan menggunakan matriks Jacobi dan analisis kestabilan 
berdasarkan nilai-nilai eigen dari persamaan karakteristik dengan menggunakan kriteria Routh-Hurwitz. Simulasi numerik 
juga dilakukan dengan menganalisis beberapa kasus untuk mengetahui kestabilan titik kesetimbangan dan keuntungan 
maksimal. Hasil analisis menunjukkan bahwa kestabilan titik kesetimbangan interior pada model ditentukan oleh nilai-nilai 
parameter model dan usaha pemanenan. Ketiga spesies dapat tetap lestari dengan usaha pemanenan dan memberikan 
keuntungan maksimal. 
Kata kunci: Mangsa Pemangsa, Wilayah Reservasi, Kesetimbangan,  Kestabilan, Pemanenan, Keuntungan. 
 
Abstract 
This paper discussed a prey-predator population model with harvesting on predator. The zone is divided into two 
habitat known as the free zone and the reserved zone. The predator’s species were not live in reserved zone, while the free 
zone designed for the species combination between preys and predators. These dynamics assumed prey’s species in free zone 
(𝑥), species in reserved zone (𝑦), and predator’s species in free zone (𝑧) will be expressed on a system of differential 
equations. The predator’s species would be harvested by involving cost function and revenue function. The equilibrium point 
of the model and its stability will be analyzed using linearization method with Jacobian matrix and the analysis will be based 
on the eigenvalues of the characteristic equation by using Routh-Hurwitz criterion. The numerical simulation will be also 
experimented by analyzing some cases to acquire stability of the equilibrium points and the maximum profit. The result 
showed that the stability of the equilibrium interior point on model is determined by the model’s parameter values and 
harvesting effort. All the three species could be preserved with the harvesting effort and provide maximum profit.  
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1. PENDAHULUAN 
Peranan matematika telah memberikan pengaruh yang sangat besar terhadap kemajuan pengetahuan dan teknologi. 
Model matematika termasuk salah satu bagian dari perkembangan tersebut. Hampir semua permasalahan di dunia nyata dapat 
diformulasikan ke dalam model matematika, salah satunya adalah tentang makhluk hidup yang ada di bumi. Makhluk hidup 
selalu bergantung kepada makhluk hidup yang lain dan terdiri atas bermacam-macam spesies yang membentuk populasi. 
Tiap individu akan selalu berhubungan dengan individu lain yang sejenis atau lain jenis, baik individu dalam satu populasi 
atau individu-individu dari populasi lain [1].  
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Dinamika populasi adalah suatu kajian mengenai perubahan-perubahan dalam sistem populasi dan bagaimana 
populasi dalam sistem ini dapat memengaruhi populasi lain. Pakar biologi dan ekologi tertarik untuk mengetahui laju 
pertumbuhan populasi dan interaksi antara populasi serta pengaruh dari interaksi itu. Disamping itu, mereka juga perlu  
memeriksa perilaku jumlah populasi dalam waktu yang cukup lama untuk mengantisipasi kepunahan populasi [2].  
Dalam ekosistem terdapat pula proses mangsa-memangsa antar makhluk hidup. Hubungan antara mangsa (prey) 
dan pemangsa (predator) disebut pemangsaan (predasi). Hubungan ini sangat erat sebab tanpa mangsa populasi pemangsa 
tidak dapat hidup. Sebaliknya, pemangsa juga berfungsi sebagai pengontrol populasi mangsa [3].  
Model yang dikembangkan pada tulisan ini merupakan pengembangan model dari Rajasthan [4] dengan modifikasi. 
Tulisan ini membahas suatu interaksi dari tiga spesies yang terdiri dari satu pemangsa dan dua spesies mangsa yang berada 
dalam suatu wilayah. Pemangsa yang berinteraksi dengan salah satu spesies mangsanya bersifat predasi, kemudian spesies 
mangsa yang satunya hanya mengalami perpindahan dari wilayah reservasi ke wilayah bebas dan begitu juga dari wilayah 
bebas ke wilayah reservasi. Selain itu, pada model ini spesies pemangsa dilakukan pemanenan dengan melibatkan fungsi 
biaya dan fungsi penerimaan.  
 
2. KONSTRUKSI MODEL MATEMATIKA 
Wilayah dibagi menjadi dua habitat yaitu wilayah bebas dan wilayah reservasi. Hal ini dapat dilihat pada Gambar 
1.1. 
 
Gambar 1.1 Dinamika Model Populasi Mangsa Pemangsa  
 
Kasus mangsa pemangsa dengan pemanenan pemangsa pada wilayah tersebut dibagi atas tiga kasus sebagai berikut: 
1. Spesies Mangsa pada Wilayah Bebas (𝑥) 
Mangsa pada wilayah bebas adalah mangsa dan pemangsa dapat bergerak bebas pada wilayah tersebut. Laju 
pertumbuhan spesies mangsa pada wilayah bebas persatuan waktu dipengaruhi oleh: 
a. Laju pertumbuhan mangsa tumbuh secara logistik dengan kapasitas daya tampung (K). 
b. Laju perpindahan spesies mangsa dari wilayah bebas ke wilayah reservasi. 
c. Laju perpindahan spesies dari wilayah reservasi ke wilayah bebas. 
d. Laju penurunan mangsa oleh pemangsa. 
2. Spesies pada Wilayah Reservasi (𝑦) 
Pada wilayah ini spesies tidak dimangsa oleh pemangsa kecuali spesies tersebut pindah ke wilayah bebas. Laju 
pertumbuhan spesies pada wilayah reservasi dipengaruhi oleh: 
a. Laju pertumbuhan spesies pada wilayah reservasi. 
b. Laju perpindahan spesies mangsa dari wilayah bebas ke wilayah reservasi. 
c. Laju perpindahan spesies dari wilayah reservasi ke wilayah bebas. 
3. Spesies Pemangsa pada Wilayah Bebas (𝑧) 
Laju pertumbuhan spesies pemangsa pada waktu  𝑡 > 0 dipengaruhi oleh: 
a. Laju kematian pemangsa pada wilayah bebas. 
b. Laju pemanenan pemangsa yang berbanding lurus dengan jumlah panen dan besarnya usaha pemanenan. 
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𝑥
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= −𝑎𝑧 + 𝛽2𝑥𝑧 − 𝑞𝐸𝑧, 
 
dimana 
𝑟, 𝑠, 𝑎, 𝐾, 𝜎1, 𝜎2, 𝛽1, 𝛽2, 𝑞 > 0, 
0 ≤ 𝐸 ≤ 𝐸𝑚𝑎𝑘𝑠 , 
𝑑𝑥
𝑑𝑡
 : laju pertumbuhan spesies mangsa pada wilayah bebas pada waktu (𝑡), 
𝑑𝑦
𝑑𝑡
 : laju pertumbuhan spesies pada wilayah reservasi pada waktu (𝑡), 
𝑑𝑧
𝑑𝑡
 : laju pertumbuhan spesies pemangsa pada wilayah bebas pada waktu (𝑡), 
𝑥(𝑡)       : banyaknya spesies mangsa pada wilayah bebas pada waktu (𝑡), 
𝑦(𝑡)       : banyaknya spesies pada wilayah reservasi pada waktu (𝑡), 
𝑧(𝑡)     : banyaknya spesies pemangsa pada wilayah bebas pada waktu (𝑡), 
𝑟 : koefisien laju pertumbuhan spesies mangsa pada wilayah bebas, 
𝑠 : koefisien laju pertumbuhan spesies  pada wilayah reservasi, 
𝑎 : koefisien laju pertumbuhan spesies pemangsa pada wilayah bebas, 
𝐾 : carrying capacity spesies mangsa di wilayah bebas, 
𝜎1 : angka perpindahan koefisien spesies mangsa dari wilayah bebas ke wilayah reservasi, 
𝜎2  : angka perpindahan koefisien spesies dari wilayah reservasi ke wilayah bebas, 
𝛽1 : angka penurunan spesies mangsa yang diakibatkan spesies pemangsa, 
𝛽2   : angka pertumbuhan spesies pemangsa akibat interaksi dengan spesies mangsa, 
𝑞 : koefisien ketertangkapan, dan 
𝐸  : usaha pemanenan. 
 
3. HASIL DAN PEMBAHASAN 
3.1 Titik Kesetimbangan Model  










Dengan demikian diperoleh tiga titik kesetimbangan, yaitu 
𝑇1 = (0,0,0).   
𝑇2 = (?̂?, ?̂?, 0),  
                      = (
𝐾(𝑟𝑠 − 𝑟𝜎2 − 𝑠𝜎1)
𝑟(𝑠 − 𝜎2)
, − 
𝐾𝜎1(𝑟𝑠 − 𝑟𝜎2 − 𝑠𝜎1)
















3.2  Linearisasi Model 
 Misalkan Persamaan (3.1) didefinisikan fungsi sebagai berikut: 
𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑟𝑥 (1 −
𝑥
𝐾
) − 𝜎1𝑥 + 𝜎2𝑦 − 𝛽1𝑥𝑧, 
 
𝐺(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑠𝑦 + 𝜎1𝑥 − 𝜎2𝑦, (3.14) 
𝐻(𝑥, 𝑦, 𝑧) = −𝑎𝑧 + 𝛽2𝑥𝑧 − 𝑞𝐸𝑧.  
Analisis kestabilan titik kesetimbangan dilakukan dengan metode linearisasi Persamaan (3.14) di sekitar titik 




































− 𝜎1 − 𝛽1𝑧 𝜎2 −𝛽1𝑥
𝜎1 𝑠 − 𝜎2 0





3.2 Analisis Kestabilan Titik Kesetimbangan Interior Model 
Jenis kestabilan dari titik kesetimbangan dapat diketahui dari nilai-nilai eigen persamaan karakteristiknya atau 
berdasarkan pada kriteria Routh-Hurwitz. Nilai eigen dapat diperoleh dengan mensubstitusikan nilai titik kesetimbangan ke 
dalam matriks Jacobi.. Pada Persamaan (3.1) hanya titik kesetimbangan 𝑇3 yang dianalisis kestabilannya karena keadaan 
jumlah spesies bernilai positif.  
Pada titik kesetimbangan 𝑇3 = (𝑥










𝑟𝑠𝛽2𝐾 − 𝑟𝜎2𝛽2𝐾 − 𝑟𝑠𝑎 − 𝑟𝑠𝑞𝐸 + 𝑟𝑎𝜎2 + 𝑟𝜎2𝑞𝐸 − 𝑠𝜎1𝛽2𝐾
𝛽1𝛽2𝐾(𝑠 − 𝜎2)
, 
semua parameter yang digunakan bernilai positif, dengan demikian titik kesetimbangan 𝑇3 valid (titik kesetimbangan bernilai 
positif) jika memenuhi kondisi sebagai berikut: 
𝑠 < 𝜎2, 
𝑟𝑠𝛽2𝐾 + 𝑟𝑎𝜎2 + 𝑟𝜎2𝑞𝐸 < 𝑟𝜎2𝛽2𝐾 + 𝑟𝑠𝑎 + 𝑟𝑠𝑞𝐸 + 𝑠𝜎1𝛽2𝐾. 
Substititusikan titik kesetimbangan 𝑇3(𝑥












𝑟𝑠𝛽2𝐾 − 𝑟𝜎2𝛽2𝐾 − 𝑟𝑠𝑎 − 𝑟𝑠𝑞𝐸 + 𝑟𝑎𝜎2 + 𝑟𝜎2𝑞𝐸 − 𝑠𝜎1𝛽2𝐾
𝛽2𝐾(𝑠 − 𝜎2)
, 
𝑎12 = 𝜎2, 




𝑎21 = 𝜎1, 
𝑎22 = 𝑠 − 𝜎2, 
𝑎23 = 0, 
𝑎31 =
𝑟𝑠𝛽2𝐾 − 𝑟𝜎2𝛽2𝐾 − 𝑟𝑠𝑎 − 𝑟𝑠𝑞𝐸 + 𝑟𝑎𝜎2 + 𝑟𝜎2𝑞𝐸 − 𝑠𝜎1𝛽2𝐾
𝛽1𝐾(𝑠 − 𝜎2)
, 
𝑎32 = 0, dan 
𝑎33 = 0. 
Persamaan karakteristik yang bersesuaian dengan titik kesetimbangan 𝑇3 dinyatakan sebagai det(𝐴3 − 𝜆𝐼) = 0, yaitu 
|(
𝑎11 − 𝜆 𝑎12 𝑎13
𝑎21 𝑎22 − 𝜆 𝑎23
𝑎31 𝑎32 𝑎33 − 𝜆
)| = 0, 
sehingga diperoleh persamaan karakteristik sebagai berikut: 
𝜆3 + 𝑎1𝜆
2 + 𝑎2𝜆 + 𝑎3 = 0, 
Menurut kriteria Routh-Hurwitz, titik kesetimbangan 𝑇3 bersifat stabil asimptotik jika nilai koefisien pada persamaan 
karakteristiknya memenuhi kondisi 𝑎1 > 0, 𝑎3 > 0, dan 𝑎1𝑎2 > 𝑎3 [5].  
 
3.4  Keuntungan Maksimal Pemanenan Titik Kesetimbangan Interior 
Fungsi produksi adalah suatu fungsi  yang menunjukkan hubungan antara kombinasi tingkat output dan tingkat 
penggunaan input. Fungsi produksi adalah hubungan antara usaha (effort) dan hasil [6].  
Titik kesetimbangan interior 𝑇3 yang stabil asimptotik dihubungkan dengan persoalan keuntungam maksimal. 
Fungsi biaya (total cost) diasumsikan dengan usaha pemanenan yang dilakukan dan bergantung pada biaya tetap, yaitu 𝑇𝐶 =
𝑐𝐸 dimana 𝑐 adalah suatu konstanta positif. Fungsi penerimaan (total revenue) didefinisikan sebagai 𝑇𝑅 = 𝑝𝐶(𝐸), dimana 
𝑝 menyatakan fungsi harga per unit tangkapan dan 𝐶(𝐸, 𝑧) = 𝑞𝐸𝑧 menyatakan hasil pemanenan.  
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Fungsi keuntungan dinyatakan dengan 𝜋 =  𝑇𝑅 − 𝑇𝐶. Titik kesetimbangan 𝑇3 bergantung pada usaha pemanenan 
yang dilakukan. Dengan demikian fungsi keuntungan bergantung kepada usaha pemanenan, yaitu 𝜋(𝐸) =  𝑇𝑅(𝐸) − 𝑇𝐶(𝐸). 
Pada keadaan ini, nilai usaha pemanenan (𝐸) ditentukan sehingga memberikan keuntungan maksimal dan titik 
kesetimbangan yang bersesuaian dengan usaha pemanenan tersebut juga stabil asimptotik. Keuntungan maksimal pemanenan 
pada titik kesetimbangan interior 𝑇3 dapat dinyatakan dengan 
𝜋 =  𝑝𝑞𝑧∗𝐸 − 𝑐𝐸 
     =






















(𝑝𝑞𝑟𝑠𝛽2𝐾 − 𝑝𝑞𝑟𝜎2𝛽2𝐾 − 𝑝𝑞𝑟𝑠𝑎 + 𝑝𝑞𝑟𝑎𝜎2 
−𝑝𝑞𝑠𝜎1𝛽2𝐾 − 𝑐𝛽1𝛽2𝐾𝑠 + 𝑐𝛽1𝛽2𝐾𝜎2) 
dengan syarat 0 ≤ 𝐸 ≤ 𝐸𝑚𝑎𝑘𝑠. Selanjutnya substitusikan nilai 𝐸
∗ ke dalam titik kesetimbangan 𝑇3.  
 
3.5  Simulasi Numerik 
Pada bagian ini membahas tentang simulasi model mangsa pemangsa dengan wilayah reservasi dan pemanenan 
pemangsa dengan menggunakan program Maple 17. Nilai-nilai semua parameter yang digunakan pada simulasi numerik 
adalah 𝑟 = 0.75, 𝐾 = 150, 𝜎1 = 0.2, 𝜎2 = 0.3, 𝛽1 = 0.05, 𝛽2 = 0.01, 𝑠 = 0.2, 𝑎 = 0.6, 𝑞 = 0.8, 𝑝 = 2, 𝑐 = 3. Dari nilai 
parameter tersebut diperoleh tiga titik kesetimbangan, yaitu  
𝑇1 = (0,0,0), 
𝑇2 = (230, 460, 0), dan 
𝑇3 = (60 + 80𝐸, 120 + 160𝐸, 17 − 8𝐸). 
Pada titik kesetimbangan 𝑇3 ditentukan nilai usaha pemanenan (𝐸) dengan syarat 0 ≤ 𝐸 ≤ 1 yang memaksimalkan 𝜋(𝐸), 
fungsi keuntungan  maksimal dinyatakan sebagai 
𝜋(𝐸) =  𝑇𝑅(𝐸) − 𝑇𝐶(𝐸) 
 =  𝑝𝑞𝐸𝑧∗ − 𝑐𝐸 
 = 24.2𝐸 − 12.8𝐸2. 
Dengan menurunkan 𝜋 terhadap 𝐸  diperoleh 
𝑑𝜋
𝑑𝐸
= 24.2 − 25.6𝐸, 
diperoleh nilai  
𝐸∗ = 0.9453125 ∈ [0,1]. 
 
Gambar 3.1 Fungsi Keuntungan  
 
Kurva fungsi keuntungan  𝜋(𝐸) diberikan pada Gambar 3.1. Dari Gambar 3.1 menunjukkan fungsi keuntungan 




diperoleh titik kritis 𝐸∗ = 0.9453125 yang memaksimalkan keuntungan 𝜋(𝐸∗) = 11.43828. Diperoleh titik kesetimbangan 
𝑇3 = (135.625, 271.250, 9.4375). 
Persamaan karakteristik yang bersesuaian dengan titik kesetimbangan tersebut diberikan oleh 
𝑓(𝜆) = 𝜆3 + 1.378125𝜆2 + 0.707792𝜆 + 0.063998 = 0, 
diperoleh nilai eigen 
𝜆1 = −0.6323646 + 0.4055774 𝐼, 
𝜆2 = −0.6323646 − 0.4055774 𝐼, dan 
𝜆3 = −0.1133956, 
karena bagian real dari nilai eigen 𝜆1, 𝜆2, 𝜆3 < 0, maka titik kesetimbangan 𝑇3 merupakan titik kesetimbangan yang stabil 
asimptotik. 
Jenis kestabilan titik kesetimbangan 𝑇3 ditinjau kembali dengan menggunakan kriteria Routh-Hurwitz. Syarat suatu 
titik kesetimbangan stabil asimptotik menurut kriteria Routh-Hurwitz adalah jika 𝑎1 > 0, 𝑎3 > 0 dan 𝑎1𝑎2 > 𝑎3 terpenuhi. 
Dari persaman karakteristik diperoleh nilai 𝑎1 = 1.378125, 𝑎2 = 0.707792, 𝑎3 = 0.063998 maka dapat diketahui syarat: 
I. 𝑎1 = 1.378125 > 0, 
II. 𝑎3 = 0.063998 > 0, dan 
III. 𝑎1𝑎2 − 𝑎3 > 0 dengan 0.911429 > 0,  
sehingga dapat disimpulkan bahwa menurut kriteria Routh-Hurwitz, titik kesetimbangan 𝑇3 merupakan titik kesetimbangan 
yang stabil asimptotik. 
Selanjutnya, dengan mengambil nilai awal di sekitar titik kesetimbangan 𝑇3 yaitu 𝑥(0) = 135, 𝑦(0) = 271, dan 
𝑧(0) = 9 . Menggunakan program Maple 17 diperoleh kurva solusi sebagai berikut: 
 
 









Gambar 3.4 Kurva Spesies Pemangsa pada Wilayah Bebas  (𝑧) pada Waktu 
 𝑡 ∈ [0,50] 
 
 Dari Gambar (3.2), (3.3), dan (3.4) dapat dilihat bahwa spesies mangsa dan pemangsa tidak akan punah seiring 
berjalannya waktu dengan mengaplikasikan nilai usaha pemanenan 𝐸∗ = 0.9453125. Dengan demikian, pemangsa yang 
dieksploitasi dengan usaha pemanenan konstan tetap akan lestari untuk waktu yang panjang dan juga memberikan 
keuntungan maksimal dengan 𝜋(𝐸∗) = 11.43828. 
 
4. KESIMPULAN 
Model dinamika populasi mangsa pemangsa dengan wilayah reservasi  dan pemanenan pemangsa dapat dibentuk 
kedalam model matematika sebagai berikut: 
𝑑𝑥
𝑑𝑡
= 𝑟𝑥 (1 −
𝑥
𝐾
) − 𝜎1𝑥 + 𝜎2𝑦 − 𝛽1𝑥𝑧. 
𝑑𝑦
𝑑𝑡
= 𝑠𝑦 + 𝜎1𝑥 − 𝜎2𝑦. 
𝑑𝑧
𝑑𝑡
= −𝑎𝑧 + 𝛽2𝑥𝑧 − 𝑞𝐸𝑧. 
Berdasarkan analisis titik kesetimbangan dari Persamaan (3.1) diperoleh tiga titik kesetimbangan, yaitu 
i. Titik kesetimbangan 𝑇1 = (0,0,0), 







, 0), dan 










Dari ketiga titik kesetimbangan tersebut, titik kesetimbangan 𝑇3 yang dianalisis kestabilannya karena keadaan 
jumlah spesies bernilai positif. Hasil simulasi dalam kasus pemanenan 0 ≤ 𝐸 ≤ 1 dengan memberikan nilai parameter 
diperoleh nilai usaha pemanenan optimal yang memberikan titik kesetimbangan interior 𝑇3 = (𝑥
∗, 𝑦∗, 𝑧∗) stabil asimptotik 
dan memberikan keuntungan maksimal dari usaha pemanenan spesies pemangsa. Dari hasil analisis teoritis dan numerik, 
disimpulkan bahwa kestabilan titik kesetimbangan interior 𝑇3 = (𝑥
∗, 𝑦∗, 𝑧∗) ditentukan oleh besaran nilai usaha pemanenan 
yang diberikan. Dari simulasi model dapat disimpulkan bahwa spesies mangsa dan pemangsa tidak akan punah seiring 
berjalannya waktu dengan mengaplikasikan nilai usaha pemanenan. Dengan demikian, pemangsa yang dieksploitasi dengan 
usaha pemanenan tetap akan lestari untuk waktu yang panjang dan memberikan keuntungan maksimal. 
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